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Öåïíûå äðîáè

Çàäà÷à 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå [1; 2, 3, 4, x] = 285
199

.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü b ∈ Z, c ∈ N, b/c = [a0; a1, a2, . . . , an] � ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü.
a)Ïîêàæèòå, ÷òî ai � ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷àñòíûå, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà
Åâêëèäà ê ÷èñëàì b è c.

b◦)Ïîêàæèòå, ÷òî b/c = [a0; a1, a2, . . . , ak−1, rk/rk+1], ãäå ri � ïîñëåäîâàòåëüíûå îñòàòêè, ïî-
ëó÷àþùèåñÿ ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà Åâêëèäà ê ÷èñëàì r0 = b è r1 = c.

Ïóñòü [a0; a1, a2, . . . , an] � öåïíàÿ äðîáü. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäõîäÿùèå äðîáè pk/qk îïðåäåëÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâàìè:

p−1 = 1, q−1 = 0, p0 = a0, q0 = 1, pk = akpk−1 + pk−2, qk = akqk−1 + qk−2 ïðè k > 1.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü âñå ai > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà:

p2k
q2k

<
p2k+2

q2k+2

;
p2k+1

q2k+1

<
p2k−1
q2k−1

.

Çàäà÷à 4◦. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðàâèëî ñðàâíåíèÿ öåïíûõ äðîáåé.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü âñå ai ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî pk è qk âçàèìíî ïðîñòû.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî qk/qk−1 = [ak; ak−1, . . . , a1].

Çàäà÷à 7◦. a)Äîêàæèòå, ÷òî pkqk−2 − qkpk−2 = (−1)kak.
b)Ïóñòü x = [a0; a1, . . . , an]. Äîêàæèòå, ÷òî |x− pk/qk| > |x− pk+1/qk+1| ïðè 0 6 k < n.

Çàäà÷à 8◦. a)Âûïèøèòå ïîäõîäÿùèå äðîáè è èõ çíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñëà 335
91
.

b)Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 335a+ 91b = 1 â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ñîïîñòàâèì ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó x öåïíóþ äðîáü. Ïîëîæèì a0 = [x]. Åñëè a0 = x,
ïðîöåññ çàêîí÷èì, èíà÷å ïðèìåíèì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ê îñòàòêó 1/(x − a0). Ïîëó÷èì
êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, èç êîòîðûõ è ñîñòàâèì öåïíóþ äðîáü.

Ñîïîñòàâèì ëþáîé áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè å¼ çíà÷åíèå: ýòî òàêîå ÷èñëî x, êîòîðîå áîëü-
øå ëþáîé ïîäõîäÿùåé äðîáè pn/qn ñ ÷¼òíûì n è ìåíüøå ëþáîé ïîäõîäÿùåé äðîáè pn/qn ñ
íå÷¼òíûì n (ïî÷åìó òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò?).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè è áåñêîíå÷íûìè
öåïíûìè äðîáÿìè âçàèìíî îáðàòíû:

Çàäà÷à 9. a)Ïóñòü [a0; a1, a2, . . .] � öåïíàÿ äðîáü, ïîñòðîåííàÿ ïî ÷èñëó x. Ïðîâåðüòå, ÷òî

p2k
q2k

< x <
p2k+1

q2k+1

.

b)Ïóñòü öåïíûå äðîáè, ïîñòðîåííûå ïî ÷èñëàì x è y, íà÷èíàþòñÿ ñ ôðàãìåíòà [a0; a1, . . . , ak].
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà z ∈ [x, y] öåïíàÿ äðîáü íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî æå ôðàãìåíòà.
c)Ïóñòü çíà÷åíèå öåïíîé äðîáè [a0; a1, a2, . . .] åñòü x. Ïîêàæèòå, ÷òî öåïíàÿ äðîáü, ïîñòðîåí-
íàÿ ïî ÷èñëó x, åñòü [a0; a1, a2, . . .].
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Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñòåïåíüþ àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýòî ÷èñëî.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå òåîðåìó Ëèóâèëëÿ:
Åñëè x � èððàöèîíàëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè d, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0,
äëÿ êîòîðîé äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ p/q (q > 0) èìååì

|x− p/q| > c
1

qd
.

Ïîäñêàçêà: äåéñòâóéòå òàê æå, êàê â ñëó÷àå d = 2, ðàçîáðàííîì íà ëåêöèè.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

∞∑
k=1

10−k! = 0,110001000000000000000001000 . . .

íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.
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